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The aim of this paper is to study the free vibration of functionally 

graded rectangular nano-plates with considering surface effect. The 

Nonlocal elasticity theory and surface elasticity theory based on the 

modified shear deformation theories has been used to obtain the 

natural frequency of the nano-plate. In modified shear deformation 

theories, various functions such as exponential function, hyperbolic 

function and etc. are used to include the effect of transverse shear 

deformation and rotary inertia. Nonlocal elasticity theory and 

surface elasticity theory are employed to considering effect of 

nonlocal parameter and surface effect on the natural frequency of 

functionally graded rectangular nano-plate respectively. The 

properties of materials vary continuously through the thickness 

according to Mori-Tanaka scheme. The governing differential 

equations of vibration of functionally graded nano-plate are derived 

by using the Hamilton’s principle and this equations solved by using 

the Galerkin method to obtain the natural frequencies. Finally, the 

effect of various parameters such as surface parameters, nonlocal 

parameters, aspect ratio (a/b), length to thickness ratio (a/h) and 

Power Law indexes on the natural frequency of nano-plate are 

presented. 
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 2 خورشیدی و همکارانوروش ک

 های ورق نانو آزاد ارتعاش تحلیل

 ظرن در با مستطیلی مدرج تابعی

 یتئور اساس بر سطح اثر گرفتن

 محلی ی غیرالاستیسیته

 *کوروش خورشیدی

 ، دانشگاه اراک ، اراک، ایران مهندسی مکانیک، دانشیار

 محسن قاسمی

 مهندسی مکانیک ، دانشگاه اراک ، اراک، ایران، کارشناسی ارشد

 یمهدی بهرام

 مهندسی مکانیک ، دانشگاه اراک ، اراک، ایران، کارشناسی ارشد

 چکیده

هدف این مقاله مطالعه ارتعاش آزاد نانو ورق های تابعی مدرج 

ن باشد. برای بدست آوردمستطیلی با در نظر گرفتن اثر سطح می

 ی غیر محلی وفرکانس طبیعی نانو ورق از تئوری الاستیسیته

ری های اصلاح شده تغییر شکل برشی تئوری سطح بر اساس تئو

استفاد شده است. در تئوری های اصلاح شده تغییر شکل برشی از 

توابع مختلف مانند توابع نمایی، هایپربولیکی و... جهت در نظر 

گرفتن تاثیر اینرسی دورانی و تغییر شکل برشی عرضی استفاده 

 -نشده است. برای در نظر گرفتن اثر سطح از تئوری سطح گرتی

مرداچ و  همچنین جهت در نظر گرفتن تاثیر پارامتر های غیر 

محلی بر فرکانس طبیعی نانو ورق تابعی مدرج از تئوری 

ی غیر محلی استفاده شده است. خواص مواد به طور الاستیسیته

 تاناکا تغییر -پیوسته در راستای ضخامت و بر اساس  مدل موری

ارتعاش نانو ورق تابعی مدرج  کند. معادلات دیفرانسیل حاکم بر می

                                                                        
se theorywi-Layer 1 

Classical Plate Theory 2 

فرکانس   با استفاده از اصل همیلتون بدست آمده و برای محاسبه

های طبیعی از روش حل گلرکین استفاده شده است. در نهایت 

تاثیر پارامتر های مختلف از قبیل پارامتر های سطح، پارامتر های 

𝑎غیر محلی، نسبت طول به عرض  𝑏⁄ نسبت طول به ضخامت ،

𝑎 ℎ⁄ .و اندیس توانی روی فرکانس طبیعی نانو ورق ارائه شده است 

 هاکلید واژه

ی غیر محلی، اثر سطح، نانو ورق ارتعاش آزاد، تئوری الاستیسیته

ی سطح، تئوری های اصلاح شده تابعی مدرج، تئوری الاستیسیته

 تغییر شکل برشی

 22/62/1911: دریافت تاریخ

 12/60/1911: پذیرش تاریخ
 khorshidi@araku.ac.ir-k: مسئول یسندهنو *

 مقدمه 1

صنایع  ازجملهبا توجه به کاربرد وسیع ورق در صنایع مختلف 

فضا و صنایع ساخت تجهیزات نظامی، کشتیرانی، صنایع هوا

بیش از گذشته  هاورقمکانیکی، مطالعه روی رفتار ارتعاشی 

ی زیادی هاکتابمقالات و  کهیطوربهاست.  قرارگرفته توجهمورد

است. در دهه هفتاد  منتشرشدهی اخیر در این زمینه هادههدر 

 [1]ی مستطیلی توسط لیسا هاورقمیلادی تحلیل ارتعاش آزاد 

ی اهیلای هاورقارتعاش آزاد  [2]است. ردی و همکاران  شدهانجام

استفاده  1یاهیلادر این تحقیق از تئوری  هاآن. اندکردهرا بررسی 

  .اندکرده

ی مختلفی وجود دارد که از هایتئور هاورقتحلیل برای 

و  [9] (CPT) 2به تئوری کلاسیک توانیم هاآن نیپرکاربردتر

اشاره کرد.  [4] (FSDT) 9تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول

ی دقیقی هاجوابی نازک به هاورقتئوری ورق کلاسیک برای 

First Order Shear Deformation Theory 3 
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شود از شود در شرایطی که هرچه ضخامت ورق زیاد میمنتهی می

شود. دلیل این امر نادیده ی این تئوری کاسته میهاجوابدقت 

ی برشی عرضی در تئوری کلاسیک هاشکلگرفته شدن تغییر 

ی هاکرنش ریتأثدر تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول است. 

است. همچنین اثر اینرسی دورانی  شدهگرفتهبرشی عرضی در نظر 

شده، در این تئوری  نظرصرفکه در تئوری کلاسیک ورق از آن 

 ی برشی در سطوحهاتنشولی به دلیل صفر نبودن  شودیملحاظ 

علاوه بر این  .دباشمی 4آزاد ورق نیاز به ضریب تصحیح برشی

است که در  شدهارائهدیگری نیز  شدهاصلاحی هایتئور، هایتئور

به دلیل در نظر گرفتن تنش برشی صفر در سطوح آزاد ورق  هاآن

این  ملهازجدیگر نیازی به استفاده از ضریب تصحیح برشی نیست. 

 شکل برشی رییتغی هایتئورتوان به می شدهاصلاحی هایتئور

بسُ و   ، هایپربولیکی، پارابولیکی و نمایی اشاره کرد.هارمونیکی

ی هایتئوری کامپوزیتی با استفاده از هاورقبه تحلیل  [2 ,5]ردی 

کلاسیک، تغییر شکل برشی مرتبه اول و تغییر شکل برشی مرتبه 

و  5ی لویهاروشبه ترتیب از  هاقیتحق. در این اندپرداختهسوم 

به  [7]. حسینی هاشمی و همکاران اندکردهاستفاده  2اجزاء محدود

ای ی مستطیلی با بارهای درون صفحههاورقتحلیل کمانش 

در این تحقیق از تئوری تغییر شکل برشی  هاآنمختلف پرداختند. 

و ارتعاش تحلیل پایداری  [0]. ماتسونگا اندکردهمرتبه اول استفاده 

ی تغییر شکل برشی هایتئورآزاد ورق تابعی مدرج با استفاده از 

قرار داده است. خورشیدی و  موردمطالعهمرتبه اول و سوم را 

ی در تماس با مستطیل یارتعاش آزاد ورق کامپوزیت [1]فرهادی 

ی کلاسیک، تغییر شکل هایتئورسیال محدود را با استفاده از 

 همچنین خورشیدی .اندکردهبرشی مرتبه اول و مرتبه سوم بررسی 

ر مستطیلی د یورق کامپوزیتبه آنالیز حساسیت  [16]و همکاران

پرداخته و میزان حساسیت فرکانس طبیعی تماس با سیال محدود 

 مانتاری و. کردندهای مختلف بررسی ی به پارامترورق کامپوزیت

ی عرضی را با استفاده از تئوری هاییجابجاو  هاتنش [11]همکاران 

                                                                        
Shear correction factor 4 

Levy 5 

 [12]. تونسی و همکاران اندآورده به دستهارمونیکی  شدهاصلاح

ی ساندویچی با استفاده از تئوری هاورقبه تحلیل خمش 

 [14, 19]خورشیدی و فلاح  .اندپرداختهی هارمونیکی شدهاصلاح

تحلیل کمانش نانو ورق تابعی مدرج را با استفاده از تئوری تغییر 

 [15]. ماهی و همکاران انددادهشکل برشی نمایی مورد بررسی قرار 

ی کامپوزیتی با استفاده تئوری هاورقخمش و ارتعاش آزاد 

 .انددادهی قرار موردبررسی هایپربولیکی را شدهاصلاح

ی اهروگاهینصنایع هوافضا و  ازجملهپیشرفت در صنایع مختلف 

حرارتی باعث شده است که نیاز به مواد با مقاومت بالای حرارتی و 

 شدهساختهی هاورقر گیرد. قرا موردتوجهمکانیکی بیش از گذشته 

ی کامپوزیتی هاورقنسل جدیدی از  (FGM) 7از مواد تابعی مدرج

در راستای ضخامت  جیتدربهخواص  هاورقباشند که در این می

تغییر کرده و این تغییرات تدریجی سبب افزایش مقاومت ورق و 

ی فازها شده است. در این راستا همچنین استفاده مطلوب از همه

ی تابعی هاورقتحلیل ارتعاش آزاد نانو  [12]یاتونگ و همکاران پان

. ژائو و همکاران انددادهحیط الاستیک را انجام مدرج محدود به م

ی   تابعی مدرج مستطیلی را بررسی هاورقارتعاش آزاد  [17]

 یهاجنسدر این تحقیق نتایج خود را برای ورق با  هاآن. اندکرده

𝐴𝑙 ازجملهمختلف  𝐴𝑙2𝑂3⁄  ،𝐴𝑙 𝑍𝑟𝑂2⁄  و𝑆𝑈𝑆304 𝑆𝑖3𝑁4⁄ 

حل دقیق برای  [10]. حسینی هاشمی و همکاران انددادهارائه 

تایج و ن اندکردهارتعاش نانو ورق تابعی مدرج مستطیلی را بررسی 

 .اندکردهخود را برای شش شرط مرزی مختلف ارائه 

ی که هر دو اگونهبهکند در مقیاس نانو اثر اندازه اهمیت پیدا می

دهند که اثر اندازه ی اتمی نشان میسازهیشبروش تجربی و 

گیرد نقش قرار می موردمطالعهمقیاس کوچک سازه در  کهیهنگام

ی رفتار مکانیکی دارد. با توجه به اینکه نیبشیپی در توجهقابل

ی پیچیده و هاروشی اتمی سازهیشبی تجربی و هاروش

تار ی رفباشند، بهترین روش جایگزین برای مطالعهی میانهیپرهز

اشد. در بمیمکانیکی مواد استفاده از روابط مکانیک محیط پیوسته 

Finite Element Method 6 

Functionally graded material 7 
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 اثر اندازه در نظر گرفته نشده است تئوری محیط پیوسته کلاسیک

تواند رفتار مکانیکی نانو ساختارها و به همین دلیل این تئوری نمی

ن رفع ای منظوربهی کند. نیبشیپی خوببهرا  ساختارهاو میکرو 

 شدهرائهای مختلفی هایتئورنقص تئوری محیط پیوسته کلاسیک، 

 0توان  به تئوری گرادیان کرنشمی هایتئوراین  جملهازاست. 

ی غیر محلی ، تئوری الاستیسیته[26] 1، تئوری تنش کوپل[11]

یر ی غاشاره کرد. بر اساس تئوری الاستیسیته [29-21] 16ارینگن 

ر ته به کرنش دمحلی ارینگن تنش در هر نقطه از یک جسم پیوس

, 24]باشد. خورشیدی و همکاران تمام نقاط آن جسم وابسته می

تحلیل ارتعاش آزاد نانو ورق تابعی مدرج مستطیلی را بررسی  [25

 ی غیر محلیدر این تحقیق از تئوری الاستیسیته هاآن. اندنموده

، ارتعاش و کمانش تحلیل خمش [22]. کیم و ردی اندکردهاستفاده 

ی تابعی مدرج با استفاده از تئوری تنش کوپل را بررسی هاورق

. اندبردهبهره  11در این مقاله از روش حل ناویر هاآن. اندنموده

ارتعاش آزاد نانو ورق در سیال  [27]حسینی هاشمی و همکاران 

 ویسکوز موضوع تحقیقشان بوده است.

به سبب بزرگ بودن نسبت مساحت سطح به حجم در مقیاس نانو، 

 هارقوی بر رفتار ارتعاشی نانو توجهقابلرفتار و خواص سطوح نقش 

 یکنند. برای در نظر گرفتن اثر سطوح تئوری الاستیسیتهایفا می

است. این  شدهارائه [21, 20]مرداچ  توسط گرتین و  12سطح

ر ی کند. دنیبشیپی خوببهتواند اثر تنش سطح را تئوری می

 طوربهی اخیر تحقیقاتی در این زمینه صورت گرفته است. هاسال

را روی  ماندهیباقتنش سطح و تنش ر اث [96]مثال وانگ و فنگ 

فرکانس طبیعی میکرو تیر با در نظر گرفتن دو سطح در بالا و 

 [91]ابراهیمی و حیدری  علاوهبه. اندکردهپایین تیر بررسی 

ی تابعی مدرج را با در نظر گرفتن اثر هاورقی نانو رخطیغارتعاش 

در این مقاله از تئوری تغییر شکل  هاآن. اندکردهسطح تحلیل 

 ریتأثو در تحقیق خود  اندبردهبرشی مرتبه سوم استفاده بهره 

                                                                        
8 Strain gradient theory 

Couple stress theory 9 

Eringen’s Nonlocal elasticity theory 10 

تنش باقیمانده سطح و چگالی  ازجملهی مختلف سطح پارامترها

-تحقیق حاضر به بررسی تأثیر پارامتر . دراندکردهسطح را بررسی 

-های مختلف سطح مانند تنش باقیمانده سطح، ثوابت الاستیسیته

ها پرداخته ی سطح و چگالی سطح روی رفتار ارتعاشی نانو ورق

شده است. تأثیر این پارامتر با در نظر گرفتن اثرات مقیاس و 

 یهای تابعهای تغییر شکل برشی اصلاح شده برای ورقتئوری

 مدرج برای اولین بار در تحقیق حاضر مورد تحلیل قرار گرفته است.

ی غیر محلی بر رفتار پارامترها ریتأثدر مقاله حاضر اثر سطح و 

رای است. ب قرارگرفتهارتعاشی نانو ورق تابعی مدرج  مورد تحلیل 

 یمرداچ و برای مطالعه -در نظر گرفتن اثر سطح از تئوری گرتین

است.  شدهاستفادهغیر محلی از تئوری ارینگن ی پارامترهااثر 

آوردن معادلات حاکم بر رفتار ارتعاشی نانو  به دستهمچنین برای 

  یهایتئورو برای نوشتن روابط جابجایی از  19ورق از اصل همیلتون

تغییر شکل برشی نمایی، مثلثاتی، پارابولیکی، هایپربولیکی  و نیز 

 ست.ا شدهاستفادهدو تئوری پیشنهادی 

 ی غیر محلیتئوری الاستیسیته 2

 کانیکیم رفتار( محلی الاستیسیته) پیوسته هایمحیط مکانیک در

 ودشمی مدل گسسته ذرات جایبه پیوسته جسم یک عنوانبه مواد

 .ندارد وجود( هااتم) ذرات بین خالی فضای هیچ که شودمی فرض و

 تواندیمن و است مقیاس اثر بدون تئوری یک محلی یالاستیسیته

 رد محلی یالاستیسیته. شود استفاده نانومقیاس هایمحیط در

 شود،می ارائه کوچک هایمقیاس در که اندازه اثرات بینیپیش

 ورطبه ماده برای میکرو ساختار کوچک، هایمقیاس در. است ناتوان

 تهگرف نادیده تواندنمی دیگر تأثیرش و شودمی مهم توجهیقابل

 وابسته هاآن هایاندرکنش و هامولکول ها،اتم به ازهاند اثرات. شود

 که است ساختاری روابط اساس بر محلی یالاستیسیته. باشدمی

r solution techniqueNavie 11 

Surface elasticity theory 12 

Hamilton’s principle 13 
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. اردد بستگی نقطه همان در کرنش به فقط نقطه یک در هاتنش

 مواد مکانیکی رفتار توانندمی محلی یالاستیسیته هایمدل اگرچه

 برابر رد هامدل این اما کنند بینیپیش تقریبی و سریع را مختلف

 «اندازه اثرات» و «سطح اثرات» چون مشکلاتی با ساختارها نانو

 فیزیک گرفتن نظر در هنگام اختلافات این منشأ. هستند مواجه

 ارآشک اتمی مقیاس در تنش تولید و اتمی مقیاس هایاندرکنش

 شانن را نانومقیاس در سطح اثرات بسیاری، تجربی شواهد. شودمی

. بنامیم مقیاس کوچک اثرات را هاآن توانیممی ما که دهدمی

 یپایه بر اندازه به وابسته یشده روزبه هایروش بنابراین

 که باشدمی نیاز مواد نانو سازیمدل در پیوسته هایمحیط

 دهد ارائه مولکولی دینامیکی سازیشبیه از ترسریع هایحلراه

 نیناهمگ و ناپیوستگی از ناشی ندازها اثرات باشد قادر کهدرحالی

 متدهای از یکی. کند یکپارچه و ترکیب را واقعی مواد طبیعی

 وادم نانو خمش و کمانش ارتعاش، غالبا   که معروف اندازه به وابسته

 یسیتهالاست. است محلی غیر الاستیسیته تئوری شود،می استفاده

 فاطرا حیطم از نظرصرف( نقطه یک) محلی رفتار اساس بر محلی

 ار اطراف محیط اثر محلی غیر الاستیسیته کهدرحالی باشد،می

 و مهم( نانومقیاس) اتمی مقیاس در اثر این. آوردمی حساببه

 اطراف هایاتم تأثیر تحت اتم یک که جایی است، ملاحظهقابل

 نانو در اتمی اثرات که است آن محلی غیر روش مزیت. باشدمی

 هرساند جسم تمام برای نتایج حال عین در و شده گرفته مقیاس

 .شودمی

 جسم از نقطه هر در تنش محلی، غیر یالاستیسیته تئوری در

 نیز اطراف محیط در کرنش به نقطه، همان در کرنش بر علاوه

 تعریف زیر صورتبه تنش تئوری، این در بنابراین. باشدمی وابسته

 .[21] شودمی

(1) 𝜎𝑖𝑗(𝑥) = ∫𝐻(|𝑥′ − 𝑥|)𝜎ij
𝑐  (𝑥′) 𝑑𝑉 (𝑥′)

𝑉

 

 

ای از جسم است که تحت تأثیر میدان نقطه 𝑥که در رابطه بالا، 

حجمی از  Vباشد و ای دیگر از جسم مینقطه ′𝑥باشد،تنش می

𝜎𝑖𝑗 شود.جسم است روی آن انتگرال گرفته می
𝑐 (𝑥′) تانسور تنش 

′𝐻(|𝑥محلی و  − 𝑥|) باشد که به طول تابع غیر محلی می

کنیم که تابع غیر محلی ی داخلی وابسته است. فرض میمشخصه

 د.باشیک تابع گرین از عملگر دیفرانسیلی خطی می عنوانبه

(2) 𝐿𝐻(|𝑥′ − 𝑥|) = 𝛿(|𝑥′ − 𝑥|) 

باشند. با عملگر دیفرانسیلی خطی می 𝐿دلتای دیراک و   𝛿 که

به یک فرم دیفرانسیلی اولیه  (1)در رابطه  (2)جایگذاری رابطه 

 .رسیممی (9)ی رابطه صورتبه

(9) 𝐿𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗
𝑐  

 (4)ی رابطه صورتبهی تعادل برای یک جسم الاستیک، رابطه

 .شودتعریف می

(4) 𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑓𝑖 = 𝜌(𝑧)𝑢̈𝑖  

بردار جابجایی  𝑢𝑖نیروهای حجمی و  𝑓𝑖چگالی،  𝜌که در این رابطه 

باشند. مدل غیر محلی با استفاده از عملگر دیفرانسیلی می

 (5)ی رابطه صورتبهی دوبعدشود که در حالت تعریف می𝐿 خطی

 .باشدمی

(5) 𝐿 = 1 − 𝜇2𝛻2 

 صورتبهعملگر لاپلاسین بوده و در مختصات کارتزین  𝛻2که 

𝛻2 = 𝜕2 𝜕𝑥2⁄ + 𝜕2 𝜕𝑦2⁄ شود. تعریف می𝜇 = 𝑒0𝑎  نیز

ثابت ماده  𝑒0طول مشخصه داخلی و  𝑎یر محلی بوده که پارامتر غ

 شود.گیری میاست که توسط آزمایشات اندازه

 ی ورق تابعی مدرجسازهمگن 3

باشد از مواد تابعی مدرج می موردمطالعهدر این پژوهش، نانو ورق 

لز ترین سطح که فپیوسته از پایین طوربهکه خواص مکانیکی آن 

سطح که سرامیک است، در راستای ضخامت تغییر بوده تا بالاترین 
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های یکی از روش [92] 14ی موری تاناکاسازهمگنکند. روش می

باشد. در مناسب برای تعیین خواص مؤثر در مواد تابعی مدرج می

مدول برشی مؤثر ورق تابعی مدرج توسط  این روش، مدول بالک و

شوند. همچنین های بالک و برشی فلز و سرامیک محاسبه میمدول

نسبت حجمی دو ماده، مدول یانگ مؤثر و نسبت پواسون مؤثر بر 

های بالک و برشی مؤثر ورق تابعی مدرج به دست اساس مدول

و  𝐾(𝑧)آیند. بر اساس روش موری تاناکا، مدول بالک مؤثر می

 شوند.زیر تعریف می صورتبه 𝐺(𝑧)مدول برشی مؤثر 

(2) 
𝐾(𝑧) − 𝐾𝑚

𝐾𝑐 − 𝐾𝑚
=

𝑉𝑐

1 + 𝑉𝑚
3(𝐾𝑐 − 𝐾𝑚)
3𝐾𝑚 + 4𝐺𝑚

 

(7) 
𝐺(𝑧) − 𝐺𝑚

𝐺𝑐 − 𝐺𝑚
=

𝑉𝑐

1 + 𝑉𝑚
𝐺𝑐 − 𝐺𝑚
𝐺𝑚 + 𝐹(𝑧)

 

 .فوق داریم (7) یکه در رابطه

(0) 𝐹(𝑧) =
𝐺𝑚(9𝐾𝑚 + 8𝐺𝑚)

6𝐾𝑚 + 12𝐺𝑚
 

و نسبت  𝐸(𝑧)، مدول یانگ مؤثر آمدهدستبهبا استفاده از روابط 

 .شوندتعریف می (1)ی رابطه صورتبه 𝜈(𝑧)پواسون مؤثر 

(1) 
𝐸(𝑧) =

9𝐾(𝑧)𝐺(𝑧)

3𝐾(𝑧) + 𝐺(𝑧)
 

𝜈 (𝑧) =
3𝐾(𝑧) + 2𝐺(𝑧)

6𝐾(𝑧) + 2𝐺(𝑧)
 

به ترتیب نسبت حجمی سرامیک  𝑉𝑚و  𝑉𝑐فوق،  (1)ی که در رابطه

 .باشدمی (16)ی رابطه صورتبهها ی بین آنباشند و رابطهو فلز می

(16) 𝑉𝑐 + 𝑉𝑚 = 1 

 .داریم (16)یکه در رابطه

(11) 𝑉𝑐 = (
𝑧

ℎ
+ 0.5)

𝑔
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ا توان نسبت شاخص ماده ی 𝑔، (11)ی که در رابطه

g )حجمی ≥  .شودنامیده می (0

 تحلیل ارتعاش نانو ورق تابعی مدرج 4

تحلیل ارتعاش آزاد نانو ورق تابعی مدرج مستطیلی بر اساس تئوری 

ی غیر محلی و با در نظر گرفتن اثر سطح مورد تحلیل الاستیسیته

و ضخامت  𝑏، عرض 𝑎است. هندسه ورق که دارای طول  قرارگرفته

ℎ ورق دارای یک حجم  است. شدهدادهنشان  1، در شکل باشدمی

باشد. این ورق می (−𝑆)و پایین  (+𝑆)میانی و دو سطح در بالا 

دو سطح بالا و پایین برای تحلیل اثر تنش سطح روی رفتار ارتعاشی 

 .است شدهگرفتهنانو ورق در نظر 

 
یه سطح در بالا و پایین هندسه نانو ورق تابعی مدرج مستطیلی با دو لا  1 شکل

 حجم میانی

 ،[94]، مثلثاتی [99]بر اساس تئوری تغییر شکل برشی نمایی 

و همچنین دو تئوری  [92]، پارابولیکی [95]هایپربولیکی 

روابط  ،[97]پیشنهادی ارائه شده توسط خورشیدی و کریمی 

بیان  (12) یرابطه صورتبه  𝑧و 𝑥  ،𝑦جابجایی در سه راستای 

 شود.می



 محلی ی غیرالاستیسیته تئوری اساس بر سطح اثر گرفتن نظر در با مستطیلی مدرج تابعی های ورق نانو آزاد ارتعاش تحلیل 7

(12) 

𝑢 = 𝑇̅ 𝑞 

𝑢 = {𝑢 𝑣 𝑤} 𝑇 

𝑇̅ = [
1
0
0

0
1
0

0
0
1

−𝑧
0
0

0
−𝑧
0

𝑓𝑖(𝑧)
0
0

0
𝑓𝑖(𝑧)
0
] 

𝑞 = {𝑢0 𝑣0 𝑤0
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝜙 𝜓}

 𝑇

 

ی میانی ورق هیلاابع جابجایی تو 𝑤0و   𝑢0 ،𝑣0 هکه در این رابط

 𝜓و  𝜙هستند. همچنین   𝑧و 𝑥  ،𝑦به ترتیب در راستای 

باشند. می 𝑦و  𝑥 یمحورهاترتیب حول  ی دورانی بههاینرسیا

 شدهارائه 1ی مختلف در جدول هایتئوربرای  𝑓𝑖(𝑧)همچنین تابع 

 است.

 هشداصلاحهای مختلف تغییر شکل برشی یتئور 1جدول 

 𝑓𝑖(𝑧) تئوری

تئوری تغییر شکل برشی نمایی 

[99] 𝑧𝑒−2(
𝑧
ℎ)
2

 

 15تئوری تغییر شکل برشی مثلثاتی

[94] 
ℎ

𝜋
Sin (

𝜋𝑧

ℎ
) 

تئوری تغییر شکل برشی 

 [95] 12هایپربولیکی
ℎSinh (

𝑧

ℎ
) − 𝑧Cosh (

1

2
) 

تئوری تغییر شکل برشی 

 [92] 17پارابولیکی
𝑧 (
5

4
−
5𝑧2

3ℎ2
) 

) 𝑧 [97]پیشنهاد اول 
3

ℎ
−
4𝑧2

ℎ3
) 

) 𝑧 [97]پیشنهاد دوم 
1

2
−
2𝑧2

ℎ3
−
8𝑧4

5ℎ5
) 

جابجایی خطی، تانسور کرنش مانند روابط -با فرض روابط کرنش

 آیند.می به دست (14)و  (19)

(19) 𝜀̅ = 𝜀1̃ − 𝑧 𝜀2̃ + 𝑓𝑖(𝑧) 𝜀3̃ 

(14) 
𝜀1̃ = 𝐸1𝑞 

𝜀2̃ = 𝐸2𝑞 

𝜀3̃ = 𝐸3𝑞 
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Hyperbolic shear deformation theory 16 

 (15)رابطه  صورتبه 𝐸3و  𝐸1  ،𝐸2بالا (14)و  (19) که در روابط

 شوند.می تعریف

(15) 

𝐸1

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0 0 0 0

0
𝜕

𝜕𝑦
0 0 0

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
0 0 0

0 0
𝜕

𝜕𝑥

𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑑𝑧
0

0 0
𝜕

𝜕𝑦
0

𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑑𝑧 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝐸2 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0

𝜕2

𝜕𝑥2
0 0

0 0
𝜕2

𝜕𝑦2
0 0

0 0 2
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
0 0

0 0
𝜕

𝜕𝑥
0 0

0 0
𝜕

𝜕𝑦
0 0

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝐸3 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0

𝜕

𝜕𝑥
0

0 0 0 0
𝜕

𝜕𝑦

0 0 0
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 

تئوری  وی غیر محلی ط ساختاری بر اساس تئوری الاستیسیتهرواب

برای حجم میانی و دو سطح بالا و پایین مطابق  مرداچ-سطح گرتین

 باشند.می (12)ی رابطهتانسور 

(12) (1 − 𝜇̅ 𝛻2) 𝜎  𝑏 = 𝐶̅ 𝜀 ̅ + 𝜏̅ 𝑤̅1 

parabolic shear deformation theory 17 
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(17) 
(1 − 𝜇̅ 𝛻2) 𝜎  𝑠 = 𝜏1̅

 𝑠 + 𝐶̅  𝑠 𝜀 ̅

+ 𝜏2̅
 𝑠 𝑤̅2 

پارامتر غیر محلی مربوط به تئوری  𝜇̅، (17)و  (12)های در عبارت

 داریم:این روابط باشد. که در ی غیر محلی میالاستیسیته

(10) 

𝜎  𝑏 =

{
 
 

 
 
𝜎𝑥𝑥
𝑏

𝜎𝑦𝑦
𝑏

𝜎𝑥𝑦
𝑏

𝜎𝑥𝑧
𝑏

𝜎𝑦𝑧
𝑏 }
 
 

 
 

       ;      𝜀̅ =

{
 
 

 
 
𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝜀𝑥𝑦
𝜀𝑥𝑧
𝜀𝑦𝑧}

 
 

 
 

 

 

𝐶̅ =

[
 
 
 
 (𝜆 + 2𝜇)

  
 

𝑆𝑦𝑚.

𝜆
(𝜆 + 2𝜇)

 
 
 

0
0
2𝜇
 
 

0
0
0
2𝜇
 

0
0
0
0
2𝜇]
 
 
 
 

     

𝜏̅ =  
2𝜈

(1 − 𝜈)ℎ
 

[
 
 
 
 
 𝜏𝑠
 𝜏𝑠
0
0
0

 𝜏𝑠
 𝜏𝑠
0
0
0

 𝜌𝑠
 𝜌𝑠
0
0
0 ]
 
 
 
 

   

𝑤̅1 = 𝑧

{
  
 

  
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

−
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 }
  
 

  
 

 

 

(11) 

𝜎  𝑠 =

{
 
 

 
 

𝜎𝑥𝑥
𝑠

𝜎𝑦𝑦
𝑠

𝜎𝑥𝑦
𝑠 +𝜎𝑦𝑥

𝑠

2

𝜎𝑥𝑧
𝑠

𝜎𝑦𝑧
𝑠 }

 
 

 
 

      ;   𝜏̅1
 𝑠 =

[
 
 
 
 
𝜏𝑠
𝜏𝑠
0
0
0 ]
 
 
 
 

 

𝐶̅  𝑠

=

[
 
 
 
 𝐴 − 𝜏𝑠

  
 

𝑆𝑦𝑚.

(𝜆𝑠 + 𝜏𝑠)
𝐴 − 𝜏𝑠 
 
 

0
0

(2𝜇𝑠 − 𝜏𝑠) − 𝜏𝑠
 
 

0
0
0
0
 

0
0
0
0
0]
 
 
 
 

 

𝜏̅2
 𝑠 =

[
 
 
 
 
𝜏𝑠
  
 

𝑆𝑦𝑚.

0
𝜏𝑠 
 
 

0
0
𝜏𝑠
 
 

0
0
0
𝜏𝑠
 

0
0
0
0
𝜏𝑠]
 
 
 
 

 

𝑤̅2 =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

1

2
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝜕𝑤

𝜕𝑦 }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 𝜎 (11)و  (10)در روابط 
𝑏  ،𝜎 

𝑠  ،𝜀̅  و𝜏𝑠  به ترتیب مربوط به

 و تانسور کرنشتانسور تنش حجم میانی، تانسور تنش سطوح، 

𝐶̅و  𝐶̅باشند. سطح می ماندهیباقتانسور تنش   𝑠  نیز به ترتیب

ی حجم میانی و دو تهتانسور ضرایب مربوط به خواص الاستیسی

𝐴 تانسورهاکه در این  سطح بالا و پایین هستند = (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠) ،

𝜆  و𝜇 تعریف  (26)ی رابطه صورتبهباشند که نیز ثوابت لامه می

 .شوندیم

(26) 
𝜆 =

𝐸𝜈

1−𝜈2
       

 𝜇 =
𝐸

2(1+𝜈)
  

در مقایسه با  𝜎𝑧𝑧فرض شده است که  هاورقدر تئوری کلاسیک 

ا کردن است. ام نظرصرفل ی تنش کوچک بوده و قابهامؤلفهسایر 

شود. نادیده گرفته نمی 𝜎𝑧𝑧مرداچ -بر اساس تئوری سطح گرتین

در  𝜎𝑧𝑧برای بیان تغییرات  ی زیر رارابطه [90]لیو و همکاران 

 اند.ارائه داده هاورقراستای ضخامت برای نانو 

(21) 

𝜎𝑧𝑧

=

(
𝜕𝜎𝑥𝑧

𝑠

𝜕𝑥 +
𝜕𝜎𝑦𝑧

𝑠

𝜕𝑦 − 𝜌𝑠
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑡2

)|
𝑆+
− (

𝜕𝜎𝑥𝑧
𝑠

𝜕𝑥 +
𝜕𝜎𝑦𝑧

𝑠

𝜕𝑦 − 𝜌𝑠
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑡2

)|
𝑆−

2

+

(
𝜕𝜎𝑥𝑧

𝑠

𝜕𝑥 +
𝜕𝜎𝑦𝑧

𝑠

𝜕𝑦 − 𝜌𝑠
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑡2

)|
𝑆+
− (

𝜕𝜎𝑥𝑧
𝑠

𝜕𝑥 +
𝜕𝜎𝑦𝑧

𝑠

𝜕𝑦 − 𝜌𝑠
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑡2

)|
𝑆−

ℎ
𝑧 

1)ی با توجه به رابطه (21)که عبارت  − 𝜇2𝛻2)𝜎𝛼𝑧
𝑠 = 𝜏𝑠𝑢𝑧,𝛼 

 شود.تبدیل می (22)ی رابطه صورتبه
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(22) 
𝜎𝑧𝑧 =

2𝑧

ℎ
(𝜏𝑠

𝜕2 𝑢𝑧
𝜕𝑥2

+ 𝜏𝑠
𝜕2 𝑢𝑧
𝜕𝑦2

− 𝜌𝑠
𝜕2 𝑢𝑧
𝜕𝑡2

) 

 انرژی کرنشی 4-1

انرژی کرنشی برای حجم میانی و دو سطح بالا و حساب تغییرات 

 .[24]شودتعریف می (29)ی رابطه صورتبهپایین 

(29) 

𝛿𝑈 = ∫𝜎  𝑏𝛿𝜀̅ 𝑇 𝑑𝑉

𝑉

+ ∫𝜎  𝑠𝛿𝜀̅ 𝑇𝑑𝑠+

𝑠+

+ ∫𝜎  𝑠𝛿𝜀̅ 𝑇𝑑𝑠−

𝑠−

 

(24) 

𝛿𝑈 = ∫𝑁  𝑏𝛿𝜀1̃
 𝑇 −𝑀 𝑏𝛿𝜀2̃

 𝑇 + 𝑅 𝑏𝛿𝜀3̃
 𝑇

𝑆

+ 𝑄 𝑏𝛿𝑞 𝑇 𝑑𝑆 

+ ∫𝑁  𝑠+𝛿𝜀1̃
 𝑇 −𝑀 𝑠+𝛿𝜀2̃

 𝑇 + 𝑅 𝑠
+
𝛿𝜀3̃

 𝑇

𝑠+

+ 𝑄 𝑠
+
𝛿𝑞 𝑇𝑑𝑠+ 

+ ∫𝑁  𝑠
−
𝛿𝜀1̃

 𝑇 −𝑀 𝑠−𝛿𝜀2̃
 𝑇 + 𝑅 𝑠

−
𝛿𝜀3̃

 𝑇

𝑠−

+ 𝑄 𝑠
−
𝛿𝑞 𝑇𝑑𝑠− 

(25) 

𝛿𝑈 = ∫𝐸1(𝑁
 𝑏 + 𝑁  𝑠

+
+ 𝑁  𝑠

−
)𝛿𝑞 𝑇

𝑆

− 𝐸2(𝑀
 𝑏 +𝑀 𝑠+

+𝑀 𝑠−)𝛿𝑞 𝑇 + 𝐸3(𝑅
 𝑏

+ 𝑅 𝑠
+
+ 𝑅 𝑠

−
)𝛿𝑞 𝑇

+ (𝑄 𝑏 + 𝑄 𝑠
+

+ 𝑄 𝑠
−
)𝛿𝑞 𝑇 𝑑𝑆 

(22) 

𝛿𝑈 = ∫𝛿𝑞 𝑇(𝐸1(𝑁
 𝑏 + 𝑁  𝑠

+
+ 𝑁  𝑠

−
)

𝑆

− 𝐸2(𝑀
 𝑏 +𝑀 𝑠+

+𝑀 𝑠−) + 𝐸3(𝑅
 𝑏

+ 𝑅 𝑠
+
+ 𝑅 𝑠

−
) + (𝑄 𝑏

+ 𝑄 𝑠
+
+ 𝑄 𝑠

−
)) 𝑑𝑆 

 :بالا داریم (22) تا (29)در روابط 

(27) 

 𝑁  𝑏 = ∫ 𝜎  𝑏
ℎ

2
−ℎ

2

 𝑑𝑧     

 𝑀 𝑏 = ∫ 𝜎  𝑏
ℎ

2
−ℎ

2

𝑧 𝑑𝑧 

𝑅 𝑏 = ∫ 𝜎  𝑏
ℎ

2
−ℎ

2

𝑓𝑖(𝑧) 𝑑𝑧  

 𝑄 𝑏 = ∫ 𝜎  𝑏
ℎ
2

−ℎ
2

𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑑𝑧
 𝑑 

(20) 

𝑁  𝑠
 ±
= 𝜎  𝑠|

𝑧=±
ℎ

2

 ; 𝑀 𝑠 ± = 𝜎  𝑠 𝑧|
𝑧=±

ℎ

2

    

𝑅 𝑠
 ±
= 𝜎  𝑠 𝑓𝑖(𝑧)|𝑧=±ℎ

2

    

 𝑄 𝑠
 ±
= 𝜎  𝑠  

𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑑𝑧
|
𝑧=±

ℎ

2

    

 رژی جنبشیان 4-2

انرژی جنبشی نیز برای حجم میانی و دو سطح حساب تغییرات 

 .[24]شود تعریف می (21)ی رابطه صورتبهبالا و پایین 

(21) 

𝛿𝑇 = ∫𝜌 𝑢̇ 𝛿𝑢̇ 𝑇 𝑑𝑉

𝑉

+ ∫𝜌𝑠 𝑢̇ 𝛿𝑢̇
 𝑇 𝑑𝑠+

𝑠+

+ ∫𝜌𝑠 𝑢̇ 𝛿𝑢̇
 𝑇 𝑑𝑠−

𝑠−

 

(96) 

𝛿𝑇

= ∫ 𝑇̅ 𝜌 𝑇̅  𝑇 𝑞̇ 𝛿𝑞̇ 𝑇 𝑑𝑉

𝑉

+ ∫ 𝑇̅ 𝜌𝑠 𝑇̅
 𝑇 𝑞̇ 𝛿𝑞̇ 𝑇 𝑑𝑠+

𝑠+

+ ∫ 𝑇̅ 𝜌𝑠 𝑇̅
 𝑇 𝑞̇ 𝛿𝑞̇ 𝑇 𝑑𝑠−

𝑠−

 

(91) 

𝛿𝑇 = ∫𝐼 𝑏 𝑞̇ 𝛿𝑞̇ 𝑇 𝑑𝑆

𝑆

+ ∫ 𝐼 𝑠
+
 𝑞̇ 𝛿𝑞̇ 𝑇 𝑑𝑠+

𝑠+

+ ∫ 𝐼 𝑠
−
 𝑞̇ 𝛿𝑞̇ 𝑇 𝑑𝑠−

𝑠−

 

(92) 𝛿𝑇 = ∫(𝐼 𝑏 + 𝐼 𝑠
+
+ 𝐼 𝑠

−
) 𝑞̇ 𝛿𝑞̇ 𝑇 𝑑𝑆

𝑆

 

 :داریم (92) تا (21)که در روابط 
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(99) 
𝐼 𝑏 = ∫  𝑇̅ 𝜌 𝑇̅  𝑇

ℎ
2

−ℎ
2

𝑑𝑧 

𝐼 𝑠
±
= 𝑇̅ 𝜌𝑠 𝑇̅

 𝑇|
𝑧=±

ℎ
2

 

 اصل همیلتون 4-3

ت اس شدهاستفادهاز اصل همیلتون برای استخراج معادلات حرکت 

 شود.تعریف می (94)ی که این اصل طبق رابطه

(94) ∫(𝛿𝑇 + 𝛿𝑊 − 𝛿𝑈)𝑑𝑡

𝑡

0

= 0 

توسط نیروی خارجی،  شدهانجامکار  کنندهانیب W ،(94) در رابطه

U  انرژی کرنشی وT باشد. در مقاله حاضر به انرژی جنبشی می

های تابعی مدرج مورد بررسی قرار دلیل اینکه ارتعاش آزاد نانو ورق

باشد. حال با گرفته است، کار نیروهای خارجی برابر با صفر می

(94) نرژی کرنشی و جنبشی در رابطهجایگذاری روابط مربوط به ا

 داریم:

(95) 

∫ ∫(𝐼 𝑏 + 𝐼 𝑠
+
+ 𝐼 𝑠

−
) 𝑞̇ 𝛿𝑞̇ 𝑇 𝛿𝑞 𝑇

𝑆

𝑡

0

− 𝛿𝑞 𝑇(𝐸1(𝑁
 𝑏 + 𝑁  𝑠

+

+ 𝑁  𝑠
−
) − 𝐸2(𝑀

 𝑏

+𝑀 𝑠+ +𝑀 𝑠−)

+ 𝐸3(𝑅
 𝑏 + 𝑅 𝑠

+

+ 𝑅 𝑠
−
) + (𝑄 𝑏 + 𝑄 𝑠

+

+ 𝑄 𝑠
−
))  𝑑𝑆 𝑑𝑡 = 0 
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(92) 

∫ ∫𝛿𝑞 𝑇 ((𝐼 𝑏 + 𝐼 𝑠
+
+ 𝐼 𝑠

−
)𝑞̇ 𝛿𝑞̇ 𝑇  

𝑆

𝑡

0

− 𝐸1(𝑁
 𝑏 +𝑁  𝑠

+

+ 𝑁  𝑠
−
)

− 𝐸2(𝑀
 𝑏 +𝑀 𝑠+

+𝑀 𝑠−)

+ 𝐸3(𝑅
 𝑏 + 𝑅 𝑠

+

+ 𝑅 𝑠
−
)

+ (𝑄 𝑏 + 𝑄 𝑠
+

+ 𝑄 𝑠
−
))  𝑑𝑆 𝑑𝑡 = 0 

ی طبیعی نانو ورق تابعی مدرج از هافرکانسآوردن  به دستبرای 

است. برای این منظور توابع سعی  شدهاستفادهروش حل گلرکین 

توابع  (79)شوند. در رابطه تعریف می (90)و (79)روابط   رتصوبه

و  (SSM) 10ساده متحرک گاههیتکسعی شرایط مرزی چهار طرف 

ساده  گاههیتکتوابع سعی شرایط مرزی چهار طرف  (90)در رابطه 

 .[2]کنندرا ارضا می (SSI) 11غیر متحرک

(97) 

𝑈 = ∑ ∑𝑢𝑚𝑛𝐶𝑜𝑠(𝛾𝑥)𝑆𝑖𝑛(𝛽𝑦)𝑒
𝑖𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝑉 = ∑ ∑𝑉𝑚𝑛𝑆𝑖𝑛(𝛾𝑥)𝐶𝑜𝑠(𝛽𝑦)𝑒
𝑖𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝑊 = ∑ ∑𝑊𝑚𝑛𝑆𝑖𝑛(𝛾𝑥)𝑆𝑖𝑛(𝛽𝑦)𝑒
𝑖𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝜙 = ∑ ∑𝜙𝑚𝑛𝐶𝑜𝑠(𝛾𝑥)𝑆𝑖𝑛(𝛽𝑦)𝑒
𝑖𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝜓 = ∑ ∑𝜓𝑚𝑛𝑆𝑖𝑛(𝛾𝑥)𝐶𝑜𝑠(𝛽𝑦)𝑒
𝑖𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

(90) 
𝑈 = ∑ ∑𝑢𝑚𝑛𝑆𝑖𝑛(2𝛾𝑥)𝑆𝑖𝑛(𝛽𝑦)𝑒

𝑖𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝑉 = ∑ ∑𝑉𝑚𝑛𝑆𝑖𝑛(𝛾𝑥)𝑆𝑖𝑛(2𝛽𝑦)𝑒
𝑖𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

mmovableSimply supported i 19 
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𝑊 = ∑ ∑𝑊𝑚𝑛𝑆𝑖𝑛(𝛾𝑥)𝑆𝑖𝑛(𝛽𝑦)𝑒
𝑖𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝜙 = ∑ ∑𝜙𝑚𝑛𝐶𝑜𝑠(𝛾𝑥)𝑆𝑖𝑛(𝛽𝑦)𝑒
𝑖𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝜓 = ∑ ∑𝜓𝑚𝑛𝑆𝑖𝑛(𝛾𝑥)𝐶𝑜𝑠(𝛽𝑦)𝑒
𝑖𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

 𝜓𝑚𝑛و 𝑢𝑚𝑛 ،𝑉𝑚𝑛،𝑊𝑚𝑛  ،𝜙𝑚𝑛 (90) و (97)که در روابط 

𝛾ضرایب سری فوریه و = 𝑛 𝜋 𝑎⁄  و𝛽 = 𝑚𝜋 𝑏⁄ باشند. می

پس از باشد. نماد اعداد مختلط می iهمچنین در این روابط 

 (91)ی رابطه صورتبهی، معادلات ماتریسی به فرم بسته سازساده

 آیند.ی طبیعی به دست میهافرکانسکه با حل آن  شدهارائه

(91)     2 0K M  
 

که K،ماتریس سفتی M ماتریس جرم و𝛺  فرکانس

 باشد.طبیعی نانو ورق تابعی مدرج می

 نتایج عددی 5

در این قسمت ابتدا جهت اعتبار سنجی این مقاله و تائید صحت 

، نتایج با مراجع معتبر مقایسه شده است. آمدهدستبهی هاپاسخ

ل نتایج جدید برای نانو ورق تابعی مدرج با در نظر سپس به تحلی

 است. شدهپرداختهگرفتن اثر سطح 

 اعتبار سنجی 5-1

  یهاپاسخدر ابتدا پیش از ارائه نتایج جدید جهت اعتبار سنجی 

با برخی مراجع معتبر  هاپاسخدر این تحقیق این  آمدهدستبه

𝐴𝑙. جنس نانو ورق در این قسمت اندشدهمقایسه  𝐴𝑙2𝑂3⁄  در نظر

است. در  شدهارائه  2که خواص این ماده در جدول  شدهگرفته

. در اندشدهمقایسه  [24]با مرجع  آمدهدستبهنتایج  9جدول 

ست ا شدهاستفادهاز تئوری تغییر شکل برشی نمایی  [24]مرجع 

 . اندآمدهدستبهی طبیعی از روش حل ناویر هافرکانسو 

𝑎در این جدول ورق دارای طول  = 10𝑛𝑚  و عرض𝑏 = 10𝑛𝑚 

 ی مختلفی از قبیل نسبت طولپارامترها ریتأثو  شدهگرفتهدر نظر 

𝑎به عرض  𝑏⁄  نسبت طول به ضخامت ،𝑎 ℎ⁄  پارامتر غیر محلی ،

𝜇̅  و اندیس توانی𝑔  است.  شدهیبررسی طبیعی هافرکانسروی

ی طبیعی با استفاده از رابطه هافرکانسهمچنین در این جدول 

Ω = ωℎ√𝜌𝑐 𝐸𝑐⁄ اندشدهبعد بی 

. 

 

 خواص مواد  2جدول 

  خواص

𝜇𝑠 (𝑁/𝑀) 𝜆𝑠 (𝑁/𝑀) 𝜏𝑠 (𝑁/𝑀) 𝜌
𝑠
(𝐾𝑔 𝑚3⁄ ) 𝜈 𝜌(𝐾𝑔 𝑚3⁄ ) 𝐸(𝐺𝑃𝑎) ماده 

0.376 6.842 0.9108 7-5.46×10 0.3 2707 70 𝐴𝑙𝑢𝑚𝑖𝑛𝑢𝑚( 𝐴𝑙) 
… … … … 0.3 3800 380 𝐴𝑙𝑢𝑚𝑖𝑛𝑎 (𝐴𝑙2𝑂3) 

-2.774 -4.488 0.6048 7-3.17×10 0.3 2331 210 𝑆𝑖𝑙𝑖𝑐𝑜𝑛 (𝑆𝑖) 
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𝐴𝑙با جنس   (SSM)گاه ساده متحرکیهتک چهار طرفبعد برای نانو ورق تابعی مدرج مربعی با شرط مرزی یبفرکانس طبیعی   9جدول  𝐴𝑙2𝑂3⁄  به ابعاد𝑏 = 10𝑛𝑚 


 

a

b 

h

a 
0g 

 
5g 

 
10g  

 حاضر   
   [24]مرجع 

(ESDT) 
 حاضر

 [24] مرجع

(ESDT) 
 حاضر

 [24]  مرجع

(ESDT) 

0.0 

0.5 
0.2 0.137704 0.1378 0.089016 0.0890 0.0856217 0.0856 

0.1 0.0365216 0.0365 0.0239098 0.0239 0.0231089 0.0231 

1.0 
0.2 0.211381 0.2310 0.135609 0.1356 0.1330052 0.1300 

0.1 0.0577036 0.0577 0.0376675 0.0377 0.0363661 0.0364 

0.1 

0.5 0.2 0.129922 0.1299 0.083986 0.0839 0.0807834 0.0808 

0.1 0.0344579 0.0345 0.0225587 0.0226 0.0218031 0.0218 

1.0 
0.2 0.193174 0.1932 0.123928 0.1239 0.11885 0.1188 

0.1 0.0527333 0.0527 0.034423 0.0344 0.0332337 0.0332 

0.2 

0.5 0.2 0.11268 0.1127 0.0728397 0.0728 0.0700622 0.0700 

0.1 0.0298848 0.0299 0.0195648 0.0196 0.0189095 0.0189 

1.0 
0.2 0.158013 0.1580 0.101371 0.1014 0.0972169 0.0972 

0.1 0.0431349 0.0431 0.0281574 0.0282 0.0271846 0.0272 

0.3 

0.5 0.2 0.0947917 0.0948 0.0612764 0.0613 0.0589398 0.0589 

0.1 0.0251406 0.0251 0.0164589 0.0165 0.0159076 0.0159 

1.0 
0.2 0.126857 0.1269 0.0813838 0.0814 0.0780486 0.0780 

0.1 0.0346299 0.0346 0.0226056 0.0226 0.0218246 0.0218 

0.4 

0.5 0.2 0.0798511 0.0798 0.0516183 0.0516 0.04965 0.0496 

0.1 0.021178 0.0212 0.0138647 0.0139 0.0134003 0.0134 

1.0 
0.2 0.10366 0.1037 0.0665017 0.0665 0.0637763 0.0638 

0.1 0.0282974 0.0283 0.0184719 0.0185 0.0178337 0.0178 

 

ل ی تغییر شکهایتئورتوسط  آمدهدستبهنیز نتایج  4در جدول 

وسط ت شدهارائهمختلف در این تحقیق با نتایج  شدهاصلاحی برش

نتایج با  [91]. در مرجع اندشدهمقایسه  [91]آقابابایی و ردی 

رتبه کل برشی ماستفاده از تئوری کلاسیک ورق، تئوری تغییر ش

 شدهارائهلازم به ذکر است که نتایج . اندشدهارائه اول و مرتبه سوم

جهت اعتبار سنجی، بدون در نظر گرفتن اثر  4و  9در جداول 

ی هاپاسخبا توجه به این جداول و مقایسه باشند. سطح می

شود که در تحقیق حاضر با مراجع معتبر مشاهده می آمدهدستبه

در این مقاله و نتایج مراجع مطابقت خوبی  شدهارائهی هاجواببین 

ی مختلف مانند پارامترهانتایج به ازای  4در جدول .وجود دارد

 .اندشدهارائهنسبت طول به ضخامت و پارامتر غیر محلی 

در این جدول با در نظر گرفتن شرایط مرزی  شدهارائهی هافرکانس

. در این اندآمدهدستبه گاه ساده برای نانو ورقتکیه چهار طرف

ی تغییر از تئورجدول بیشترین و کمترین اختلاف بین نتایج حاصل 

محاسبه  [91]های موجود در مرجع شکل برشی نمایی و تئوری

شود بیشترین و کمترین شده است. همانطور که مشاهده می

ر های کلاسیک و تغییاختلاف تئوری نمایی به ترتیب با تئوری

باشد. دلیل وجود اختلاف بین تئوری شکل برشی مرتبه اول می

-های برشی عرضی میی توزیع کرنشنمایی و کلاسیک در نحوه

ر های برشی عرضی دی کلاسیک تنشباشد. به صورتیکه در تئور
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 باند بنابراین نیاز به ضریسطوح آزاد ورق صفر در نظر گرفته نشده

ا هبرشی است که این ضریب خود باعث ایجاد خطا در پاسختصحیح 

 شود.می

 مرتبه یبرش شکل تغییرهمچنین اختلاف بین نتایج بدست آمده از 

فاده از ستدلیل ابهای تغییر شکل برشی اصلاح شده سوم و تئوری

 در اینی توزیع تنش برشی  نحوه جهت توصیفف توابع مختل

  باشد.ها میتئور

 رائها پیشنهادی تئوری علاوه بر موارد فوق، لازم به ذکر است که دو

 را رقو پایین و بالا سطوح در را صفر برشی تنش شرایط نیز شده

کنند.می ارضا

𝛺)بعد یبی طبیعی هافرکانسمقایسه  4جدول  = 𝜔ℎ√𝜌 𝐺⁄ 𝑎) [91]برای نانو ورق مستطیلی با مرجع  ( = 10 𝑛𝑚 , 𝐸 = 30 × 106, 𝜈 = 0.3 , 𝜌 = 1  ) 

درصد اختلاف 

ری وتئ)%(

با تئوری  نمایی

 کلاسیک

درصد اختلاف 

ری تئو )%(

با  نمایی

تئوری مرتبه 

 اول

تئوری 

کلاسیک 

[91] 

تئوری تغییر 

شکل برشی 

ل مرتبه او

[91] 

تئوری تغییر 

شکل برشی 

مرتبه سوم 

[91] 

حاضر )تئوری 

تغییر شکل 

برشی 

 هایپربولیکی(

حاضر )تئوری 

تغییر شکل 

برشی 

 پارابولیکی(

حاضر )تئوری 

تغییر شکل 

برشی 

 مثلثاتی(

حاضر )تئوری 

تغییر شکل 

 برشی نمایی(
𝜇̅ 

𝑎

ℎ
 

3.5 0.05 0.0963 0.0930 0.0935 0.0930291 0.0930291 0.093033 0.0930443 0 

10 
3.49 0.03 0.0880 0.0850 0.0854 0.085016 0.085016 0.0850195 0.0850298 1 
3.57 0.02 0.0816 0.0788 0.0791 0.0787708 0.0787708 0.0787741 0.0787836 2 
3.47 0.05 0.0763 0.0737 0.0741 0.0737264 0.0737264 0.0737295 0.0737384 3 
3.52 0.07 0.0720 0.0696 0.0699 0.0695416 0.0695416 0.0695445 0.0695529 4 
3.47 0.01 0.0683 0.0660 0.0663 0.065997 0.065997 0.0659997 0.0660078 5 

0.99 0.15 0.0241 0.0239 0.0239 0.0238638 0.0238638 0.023864 0.0238647 0 

20 

0.88 0.04 0.0220 0.0218 0.0218 0.0218082 0.0218082 0.0218085 0.0218091 1 
0.95 0.03 0.0204 0.0202 0.0202 0.0202062 0.0202062 0.0202064 0.0202071 2 
0.99 0.07 0.0191 0.0189 0.0189 0.0189122 0.0189122 0.0189124 0.018913 3 
0.90 0.22 0.0180 0.0178 0.0179 0.0178388 0.0178388 0.0178389 0.0178395 4 
1.00 0.18 0.0171 0.0169 0.0170 0.0169295 0.0169295 0.0169297 0.0169302 5 

 

 نتایج جدید 5-2

، (𝜏𝑠)طح س ماندهیباقنتایج در این بخش با در نظر گرفتن اثر تنش 

  𝜇𝑠و  𝜆𝑠و سایر خواص مرتبط با سطح مانند (𝜌𝑠) چگالی سطح 

و   (SSM)گاه ساده متحرکرایط مرزی چهار طرف تکیهو  برای ش

. همچنین اندشدهارائه  (SSI)گاه ساده غیر متحرکچهار طرف تکیه

𝐴𝑙جنس نانو ورق تابعی مدرج   𝑆𝑖⁄  است.  شدهگرفتهدر نظر

باشد از جنس بخش بالایی نانو ورق که سرامیکی می درواقع

 باشد از جنسکه فلزی میبوده و بخش پایینی ورق  (𝑆𝑖)سیلیکن 

بوده است. همچنین جهت بررسی اثر سطح نیز  (𝐴𝑙)آلومینیوم 

نس نیز از ج اندشدهگرفتهی که در بالا و پایین ورق در نظر دوسطح

سیلیکن و آلومینیوم بوده، به این صورت که سطح بالایی ورق از 

جنس سیلیکن و سطح پایینی از جنس آلومینیوم بوده است. 

ین دو ماده برای قسمت میانی ورق و دو سطح بالا و پایین خواص ا

  است. شدهارائه 2در جدول 

 شدهحاصلای مختلف تغییر شکل برشی هایتئور ریتأث 5در جدول 

، ، مثلثاتی، پارابولیکیتغییر شکل برشی نماییهای مانند تئوری

هایپربولیکی و همچنین دو تئوری جدید که در این مقاله تحت 

، روی فرکانس طبیعی اندشدهمشخصپیشنهاد اول و دوم عنوان 

𝑎است. در این جدول ورق با طول  شدهیبررسنانو ورق  = 10𝑛𝑚 

𝑏، عرض  = 10𝑛𝑚  و اندیس توانی𝑔 = است.   شدهگرفتهنظر  0

شود بدون در نظر گرفتن مشاهده می 5که در جدول   طورهمان

بعد عی بیفرکانس طبی "پیشنهاد دوم"و  "پیشنهاد اول"

تئوری تغییر شکل برشی پارابولیکی کمتر از توسط  آمدهدستبه

باشد. یها متوسط سایر تئوری آمدهدستبهبعد فرکانس طبیعی بی
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عد بتغییر شکل برشی نمایی فرکانس طبیعی بیهمچنین تئوری 

 با در  کهیدرصورتدهد.  می به دست هایتئورتر از سایر را بزرگ

ه شود کمشخص می "پیشنهاد دوم"و  "شنهاد اولپی"نظر گرفتن 

نتایج را از تئوری تغییر شکل برشی نمایی نیز   "پیشنهاد اول"

ئوری تنیز  نتایج را از  "پیشنهاد دوم"کند و ی مینیبشیپتر بزرگ

ند. اکنون کی مینیبشیپتغییر شکل برشی هایپربولیکی کمتر 

 آمدهدستبههای پاسخهای موجود در برای درک بهتر این اختلاف

به بوط به هر تئوری را مر 𝑓𝑖(𝑧) ها، بسط ی این تئوریلهیوسبه

یی هایاچندجملهها به شکل ی این عبارتتا همه میآوریم دست

برای  𝑓𝑖(𝑧) شود. بسط  ترسادهها ی آنظاهر شوند که مقایسه

 (45)تا  (46)در  این مقاله در  روابط  شدهیبررسهای تئوری

 .اندشدهدادهنمایش 

 

 

(46) 𝑧 (𝐸𝑥𝑝 [(−2) ((
𝑧

ℎ
)
2

)]) = 𝑧 −
2𝑧3

ℎ2
+
2𝑧5

ℎ4
−
4𝑧7

3ℎ6
+
2𝑧9

3ℎ8
+⋯ 

(41) (
ℎ

𝜋
) Sin [

𝜋𝑧

ℎ
] = 𝑧 −

𝜋2𝑧3

6ℎ2
+
𝜋4𝑧5

120ℎ4
−

𝜋6𝑧7

5040ℎ6
+

𝜋8𝑧9

362880ℎ8
+⋯ 

(42) ℎSinh [
𝑧

ℎ
] − 𝑧Cosh[0.5] = −0.127626𝑧 +

𝑧3

6ℎ2
+

𝑧5

120ℎ4
+

𝑧7

5040ℎ6
+

𝑧9

362880ℎ8
+⋯ 

(49) 𝑧 (
5

4
−
5𝑧2

3ℎ2
) =

5𝑧

4
−
5𝑧3

3ℎ2
+⋯ 

(44) 𝑧 (
3

ℎ
−
4𝑧2

3ℎ3
) =

3𝑧

ℎ
−
4𝑧3

3ℎ3
+⋯ 

(45) 𝑧 (
1

ℎ
−
2𝑧2

ℎ3
−
8𝑧4

5ℎ5
) =

𝑧

ℎ
−
2𝑧3

ℎ3
−
8𝑧5

5ℎ5
+⋯ 

 

ابت و رایب ثتوان دریافت که ضی میسادگبهبا توجه به روابط بالا 

-نرخ کاهش ضرایب در شش رابطه بالا با یکدیگر متفاوت می

سبب تغییر در کرنش برشی عرضی در این  هاتفاوتباشند.که این 

 نرخ کاهش ضرایب ثابت در تئوری مثالعنوانبهشود. ها میتئوری

از تئوری نمایی است که این پدیده باعث تغییر  ترعیسرهارمونیکی 

 گردد.برشی عرضی میدر توزیع تنش 

 

 

Ω)بعد ی مختلف تغییر شکل برشی روی فرکانس طبیعی بیشدهاصلاحهای یتئوریر تأث. 5جدول  = ωℎ√𝜌 𝐸𝑐⁄  چهار طرفنانو ورق تابعی مدرج مربعی با شرط مرزی  (

 (SSM)گاه ساده متحرکیهتک

𝜇̅ (m,n) 
تئوری تغییر شکل 

 برشی نمایی

تئوری تغییر شکل 

 مثلثاتیبرشی 

تئوری تغییر شکل 

 برشی پارابولیکی

تئوری تغییر شکل 

 برشی هایپربولیکی
 پیشنهاد دوم پیشنهاد اول

0 
(1,1) 0.047881 0.0478771 0.0478769 0.0478771 0.0483206 0.0474678 

(1,2) 0.11395 0.11393 0.11393 0.113931 0.115397 0.113969 

0.1 
(1,1) 0.0437568 0.0437532 0.043753 0.0437532 0.0441585 0.0433792 

(1,2) 0.0932426 0.0932266 0.0932266 0.0932274 0.0944265 0.0932582 
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0.2 
(1,1) 0.0357923 0.0357894 0.0357892 0.0357893 0.0361208 0.0354834 

(1,2) 0.0660769 0.0660655 0.0660655 0.0660661 0.0669159 0.0660879 

0.3 
(1,1) 0.0287351 0.0287327 0.0287326 0.0287327 0.0289989 0.0284871 

(1,2) 0.0488497 0.0488413 0.0488413 0.0488417 0.04947 0.0488579 

0.4 
(1,1) 0.0234805 0.0234786 0.0234785 0.0234785 0.023696 0.0232779 

(1,2) 0.0382054 0.0381988 0.0381988 0.0381991 0.0386905 0.0382118 

0.5 
(1,1) 0.0196544 0.0196528 0.0196527 0.0196528 0.0198349 0.0194848 

(1,2) 0.0312022 0.0311968 0.0311968 0.0311971 0.0315984 0.0312074 

 

Ω)بعد تغییرات چهار فرکانس اول بی 2جدول  = ωℎ√𝜌 𝐸𝑐⁄ 𝑏)رفتن اثر سطح با شرایطنانو ورق تابعی مدرج در برابر ضخامت  با در نظر گ ( 𝑎⁄ = 1, 𝑔 = 1, 𝜇̅ = 0 ) 

 (SSM)گاه ساده متحرکیهتک چهار طرفتحت شرط مرزی 

(𝑚, 𝑛) ℎ
𝑎⁄  

(2,2) (2,1) (1,2) (1,1) 
0.392189 0.324108 0.324108 0.148221 0.2 
0.286362 0.195242 0.195242 0.0855915 0.15 
0.137996 0.0900763 0.0900763 0.037841 0.1 

0.0888734 0.057284 0.057284 0.0236955 0.08 
0.0327258 0.020736 0.020736 0.0084133 0.05 

 

چهار فرکانس اول نانو ورق تابعی مدرج نشان داده  ،2در جدول 

شده است. در این جدول نتایج برای نانو ورق مربعی ارائه شده است 

( و 1و2د های )گردد موبه همین دلیل همانطور که ملاحظه می

تأثیر تغییرات  9و  2ی هاشکلباشند. در ( با یکدیگر برابر می2و1)

و نسبت ضخامت به طول  (𝜇)، پارامتر غیر محلی(𝑔)اندیس توانی

(ℎ 𝑎⁄  شدهیبررسروی فرکانس طبیعی نانو ورق تابعی مدرج  (

 بدون در آمدهدستبهها تفاوت نتایج است. همچنین در این شکل

 شدهادهدتن اثر سطح و با در نظر گرفتن اثر سطح نمایش نظر گرف

𝑏نسبت طول به عرض نانو ورق  2است. در شکل  𝑎⁄ = و  0.5

𝜇پارامتر غیر محلی  = فرض شده است. در این شکل ملاحظه  0

فرکانس طبیعی نانو ورق  (𝑔)شود که با افزایش اندیس توانی می

انی خواص ورق به فلز با افزایش اندیس تو درواقعیابد. کاهش می

که  شدهورقشود که این امر سبب کاهش سفتی تر مینزدیک

 9شود. در شکل به کاهش فرکانس طبیعی منجر می تیدرنها

𝑏نسبت طول به عرض نانو ورق  𝑎⁄ = 𝑔، اندیس توانی  1 = و  1

𝜇پارامتر غیر محلی دارای مقادیر  = 0.1, 0.2, 0.3, … فرض  1,

با افزایش پارامتر غیر  که شودیماهده شکل مش نیدر اشده است. 

 پیوسته کاهش صورتبهبعد نانو ورق محلی فرکانس طبیعی بی

یابد. در حقیقت با افزایش پارامتر غیر محلی، انرژی کرنشی می

این  شود کهاز صلبیت ورق نیز کاسته می جهیدرنتیابد کاهش می

به معنای کاهش سفتی ورق بوده که موجب کاهش فرکانس 

 است شدهدادهنشان  9و  2های شود. در شکلبعد میبیعی بیط

  بعدیبکه در نظر گرفتن اثر سطح باعث کاهش فرکانس طبیعی 

در نظر گرفتن اثر سطح باعث افزایش  درواقعشود. نانو ورق می

منجر به کاهش سختی ورق و  جهیدرنتو  شدهورقتغییر شکل 

 5و  4های در شکلشود. بعد ورق میکاهش فرکانس طبیعی بی

𝑎نیز 𝑏⁄ = ℎو  1 𝑎⁄ =  ریتأثها . در این شکلاندشدهفرض  0.1

پارامتر غیر محلی و اندیس توانی جهت درک بهتر در قالب یک 

که در قسمت  طورهماناست و  شدهدادهی نمایش بعدسهشکل 

قبل نیز ذکر شد افزایش این دو پارامتر سبب کاهش فرکانس 

 شود.رق میبعد نانو وطبیعی بی
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  h/a=0.2 

  h/a=0.2  (Without Surface effect)

  h/a=0.15 

  h/a=0.15(Without Surface effect)

  h/a=0.1

  h/a=0.1  (Without Surface effect)

  h/a=0.05

  h/a=0.05(Without Surface effect)

 
Ω)بعد تغییرات فرکانس طبیعی بی  2شکل  = ωℎ√𝜌 𝐸𝑐⁄ نانو ورق تابعی  (

 (SSM)تابعی از اندیس توانی و ضخامت برای شرط مرزی  صورتبهمدرج 

Ω)بعد تغییرات فرکانس طبیعی بی  9شکل  = ωℎ√𝜌 𝐸𝑐⁄ نانو ورق تابعی مدرج  (

 (SSM)بعد و ضخامت برای شرط مرزی تابعی از پارامتر غیر محلی بی صورتبه

 

Ω)بعد تغییرات فرکانس طبیعی بی  4شکل = ωℎ√𝜌 𝐸𝑐⁄  (SSM)بعد و اندیس توانی برای شرط مرزی تابعی از پارامتر غیر محلی بی صورتبهنانو ورق تابعی مدرج   (
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Ω)بعد تغییرات فرکانس طبیعی بی  5ل شک = ωℎ√𝜌 𝐸𝑐⁄  (SSM)بعد و ضخامت برای شرط مرزی صورت تابعی از پارامتر غیر محلی بینانو ورق تابعی مدرج به  (
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Ω)بعد تغییرات فرکانس طبیعی بی  6شکل  = ωℎ√𝜌 𝐸𝑐⁄ نانو ورق تابعی  (

بعد و نسبت ضخامت به تابعی از پارامتر غیر محلی بی صورتبهمستطیلی مدرج 

طول  h a  برای شرط مرزی(SSI) 

Ω)بعد تغییرات فرکانس طبیعی بی  7شکل  = ωℎ√𝜌 𝐸𝑐⁄ نانو ورق تابعی  (

بعد و نسبت ضخامت به بی تابعی از پارامتر غیر محلی صورتبهمستطیلی مدرج 

طول  h a  برای شرط مرزی(SSM) 
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Ω)بعدتغییرات فرکانس طبیعی بی  0شکل  = ωℎ√𝜌 𝐸𝑐⁄ نانو ورق تابعی  (

مت به طول تابعی از اندیس توانی و نسبت ضخا صورتبهمستطیلی   مدرج

 h a  برای شرط مرزی(SSI) 

Ω)بعدتغییرات فرکانس طبیعی بی  1شکل  = ωℎ√𝜌 𝐸𝑐⁄ نانو ورق تابعی  (

تابعی از اندیس توانی و نسبت ضخامت به طول  صورتبهمستطیلی   مدرج h a 

 (SSM)برای شرط مرزی 

 

ℎ)نسبت ضخامت به طول   ریتأث 7و  2ی هاشکلدر  𝑎⁄ و پارامتر  (

 زمانهم صورتبهبعد ورق روی فرکانس طبیعی بی (𝜇)غیر محلی 

تأثیر شرایط مرزی چهار طرف  هاشکلاست . در این  شدهیبررس

گاه ساده غیر و چهار طرف تکیه  (SSM)گاه ساده متحرکتکیه

نسبت طول  هاکلششود. در این نیز  مشاهده می   (SSI)متحرک

𝑎به عرض نانو ورق  𝑏⁄ = 𝑔و اندیس توانی  1 = در نظر   1

شود که ملاحظه می 7و  2ی هاشکلاست. با توجه به  شدهگرفته

ℎ)ضخامت به طول   نسبتبا افزایش  𝑎⁄ د بع، فرکانس طبیعی بی (

یابد . این نتیجه دلالت بر آن دارد که با نانو ورق نیز افزایش می

ℎ)سبتافزایش ن 𝑎⁄ طول ورق ثابت باشد ورق  کهیدرحال (

فزایش ا جهیدرنتشده که این امر سبب افزایش صلبیت و  ترمیضخ

و باعث افزایش فرکانس طبیعی نان راتییتغکه این  شدهورقسفتی 

دیگر این است که هرچه  ملاحظهقابلی شود. نکتهورق نیز می

ℎ)نسبت 𝑎⁄ د دهرا بیشتر نشان میشود اثر اندازه خودش زیاد می (

 .شودیم تربرجستهو این اثر 

نسبت   ریتأثو  (𝑔)نیز تأثیر اندیس توانی 1و  0ی هاشکلدر 

ℎ)ضخامت به طول  𝑎⁄ است.  شدهدادهنشان   زمانهم صورتبه (

ℎ)شود که با افزایش  نسبتنیز مشاهده می هاشکلدر این  𝑎⁄ ) 

 شود.تأثیر  اندیس توانی برجسته می

ی مختلف سطح پارامترها ریتأثبه تحلیل  19تا  16ی هاشکلدر 

ی سطح و ثوابت الاستیسیته (𝜏𝑠)مانند تنش باقیمانده سطح 

(𝜆𝑠 و 𝜇𝑠)  روی فرکانس طبیعی نانو ورق تابعی مدرج

نسبت طول به عرض نانو ورق  هاشکلاست. در این  شدهپرداخته

𝑎 𝑏⁄ = ℎول ، نسبت ضخامت به ط 1 𝑎⁄ = ، پارامتر غیر  1

𝜇محلی  = 𝑔و اندیس توانی  0.1 = و  اندشدهفرض   0

ی ها با استفاده از رابطهدر این شکل شدهارائهی طبیعی هافرکانس

Ω = ω (𝜌
𝑐
ℎ𝑎4 (

1

12
𝐸𝑐ℎ

3)⁄ )
0.5

 طورهمان. اندشدهبعد بی  

تنش شود با افزایش ملاحظه می 11و  16های که در شکل

ابد. یبعد نانو ورق کاهش میی سطح فرکانس طبیعی بیباقیمانده

و  افتهیکاهشبا افزایش تنش باقیمانده سطح صلبیت ورق  درواقع
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انو تر از سفتی نبه بیان ساده ابدییمی ورق افزایش ریپذکیتحر

شود که این امر موجب کاهش فرکانس طبیعی ورق کاسته می

 شود.می

شود فرکانس طبیعی مشاهده می 19و  12ی هاشکلدر 

ی سطح  بیشتر از  پارامترهابه ازای مقادیر مثبت  آمدهدستبه

ی اپارامترهبه ازای مقادیر منفی  آمدهدستبهی طبیعی  هافرکانس

. دلیل افزایش فرکانس طبیعی نانو ورق با در نظر باشندیمسطح 

این  حی سطی الاستیسیتهپارامترهاگرفتن مقادیر مثبت برای 

است که مثبت بودن این پارامترها  سبب افزایش انرژی کرنشی 

شود که صلبیت سیستم شود  که این امر باعث میسیستم می

سبب افزایش سفتی نانو ورق شود که این  جهیدرنتافزایش یابد و 

ود. شمنجر به افزایش فرکانس طبیعی سیستم می تیدرنهاپدیده 

وان دریافت که کاهش فرکانس تهمچنین با استدلالی مشابه می

ی منفی اثر سطح  به دلیل کاهش پارامترهاطبیعی سیستم به ازای 

 پذیرد. همچنینانرژی کرنشی و کاهش سفتی سیستم صورت می

شود که با افزایش نسبت مشاهده می 19و  12های با توجه به شکل

𝑎 𝑏⁄ ا کند. در حقیقت بفرکانس  طبیعی نانو ورق کاهش پیدا می

𝑎افزایش نسبت  𝑏⁄ طول فرق ثابت باشد، عرض ورق  کهیدرحال

 تیدرنهاافزایش درجه آزادی ورق و  باعث که کندیمکاهش پیدا 

 .گرددیممنجر به کاهش فرکانس طبیعی ورق 
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  tsc= -0.6 N/m

  tsc= -0.2 N/m 

  tsc= 0 N/m

  tsc= 0.2 N/m 

  tsc= 0.6 N/m

 
روی فرکانس طبیعی (𝜏𝑠𝑐)ورق  تأثیرات تنش باقیمانده سطح بالایی نانو 16شکل 

 (SSM)برای شرط مرزی  مستطیلی  بعد نانو ورق تابعی مدرجبی

روی فرکانس طبیعی (𝜏𝑠𝑐)تأثیرات تنش باقیمانده سطح پایینی نانو ورق  11شکل 

 (SSM)برای شرط مرزی  مستطیلی  بعد نانو ورق تابعی مدرجبی
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  lsc+2 sc=5

  lsc+2 sc=0

  lsc+2 sc=-5 
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  lsm+2 sm=5

  lsm+2 sm=0

  lsm+2 sm=-5 

 
روی فرکانس  (𝜆𝑠𝑐 𝑎𝑛𝑑 𝜇𝑠𝑐)تأثیرات ثوابت سطح بالایی نانو ورق  12شکل

 (SSM)برای شرط مرزی  مستطیلی  بعد نانو ورق تابعی مدرجطبیعی بی

روی فرکانس  (𝜆𝑠𝑚 𝑎𝑛𝑑 𝜇𝑠𝑚)تأثیرات ثوابت سطح بالایی نانو ورق  19شکل

 (SSM)برای شرط مرزی  مستطیلی  بعد نانو ورق تابعی مدرجطبیعی بی

 گیرینتیجه 6

 ظرن در جهت محلی غیر یالاستیسیته تئوری از حاضر یمقاله در

 سطح یالاستیسیته تئوری از و محلی غیر پارامترهای تأثیر گرفتن

 ورق سطوح به وابسته پارامترهای تأثیرات بررسی جهت

 رقو نانو ارتعاش بر حاکم دیفرانسیل معادلات. است شدهاستفاده

 و آمدهدستبه همیلتون اصل از استفاده با مستطیلی مدرج تابعی

 با. است شدهاستفاده معادلات این حل جهت گلرکین حل روش از

 :یافت زیردست نتایج به توانمی آمدهدستبه نتایج بررسی

 نانو( a⁄b) عرض به طول نسبت افزایش با بعدبی طبیعی فرکانس

 تیجهن این. یابدمی افزایش ورق، نانو طول بودن ثابت فرض با و ورق

 که ورقی ، h ضخامت ،a طول با ورق دو بین که دارد آن بر دلالت

. دارد بیشتری بعدبی طبیعی فرکانس باشد کمتری b عرض دارای

 یابدمی کاهش ورق آزادی درجه ثابت طول در عرض کاهش با زیرا

 سفرکان افزایش درنتیجه و ورق سفتی فزایشا سبب امر این که

 . گرددمی ورق بعدبی طبیعی

 اب و شودمی نزدیک فلز به ورق خواص توانی، اندیس افزایش با

 علاوهبه. میابد کاهش نیز طبیعی فرکانس سختی کاهش به توجه

 ،ورق نانو سطوح تأثیرات گرفتن نظر در با که شودمی ملاحظه

 .کنندمی پیدا کاهش هآمددستبه هایفرکانس

 ورق انون بعدبی طبیعی فرکانس سطح یباقیمانده تنش افزایش با

 ورق تصلبی سطح باقیمانده تنش افزایش با درواقع. یابدمی کاهش

 از ترادهس بیان به یابدمی افزایش ورق پذیریتحریک و یافتهکاهش

 فرکانس کاهش موجب امر این که شودمی کاسته ورق نانو سفتی

 .شودمی طبیعی

 ثوابت مثبت مقادیر ازای به آمدهدستبه طبیعی فرکانس

 آمدهتدسبه  طبیعی هایفرکانس  از بیشتر  سطح یالاستیسیته

 افزایش دلیل. باشندمی سطح هایپارامتر منفی مقادیر ازای به

 رایب مثبت مقادیر گرفتن نظر در با ورق نانو طبیعی فرکانس

 نای بودن مثبت که است این سطح یتهالاستیسی پارامترهای

 امر ینا که  شودمی سیستم کرنشی انرژی افزایش سبب  پارامترها

 ببس درنتیجه و یابد افزایش سیستم صلبیت که شودمی باعث

 فزایشا به منجر درنهایت پدیده این که شود ورق نانو سفتی افزایش

 .شودمی سیستم طبیعی فرکانس
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